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СУДЬБА 
ОДНОГО ПОДХОДА 
К ИЗУЧЕНИЮ  
НАСЛЕДСТВЕННЫХ 
СИСТЕМ
В 1977 году в издательстве Springer-Verlag была опуб­
л и к о в ан а  м он ограф и я  ам ер и кан ско го  м атем ати ка  
Дж. Хейла (Jack Hale) «Теория функционально-диффе­
ренциальных уравнений» [1]. Книга посвящена матема­
тической теории наследственных систем. Такие систе­
мы принято еще называть системами с последействием, 
или системами с запаздыванием  времени.
Удобно сначала обратиться к этой книге, поскольку, 
согласно редактору ее русского перевода А. Д. Мышки- 
су, к тому времени: «Ни в какой другой книге теория 
ф у н к ц и о н ал ьн о -д и ф ф ер ен ц и ал ьн ы х  уравн ен и й  не 
представлена столь разносторонне, причем на совре­
менном уровне».
О H. Н. Красовский, А. Н. Котельникова, 2004
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я, ч то ... будущее состояние системы не зависит от прошлых 
пределяется только настоящим. Если к тому же предполага­
ема подчиняется уравнению, содержащему переменные со- 
рости их изменения, то, как правило, мы приходим либо 
ым дифференциальным уравнениям, либо к уравнениям 
изводных. Однако при более тщательном изучении часто 
^видным, что... более реалистичная модель должна вклю- 
е из предшествующих состояний системы... Это было изве- 
о теория систем с запаздыванием начала интенсивно разви- 
в последнее время». Автор перечисляет некоторые класси- 
аты из прошлого, посвященные отдельным вопросам мате- 
ф р и и  систем с последействием. Прежде всего, это исследо- 
ческой модели «хищник -  жертва» и модели вязкоупругос- 
ные В ольтерра (V olterra, 1928), и работы  М инорского 
2) о стабилизации курса корабля. Затем обсуждаются раз- 
рикладные задачи, приводящие к классам рассматриваемых 
о задачи из физики, электротехники, экономики, биологии, 
ории чисел... И далее: «При таких ясных указаниях на важ- 
венных систем в приложениях и на большое количество 
атематических задач, возникающих в связи с этими систе- 
тельно, что их теория быстро развивалась за последние двад- 
4овые приложения продолжают возникать и требуют измене- 
определения заново) основных уравнений... В конце 40-х -  
дов появилось несколько книг, в которых излагалось теку- 
предмета и которые, безусловно, оказали огромное влия­
ющие работы... А. Д. Мышкис (1949) ввел общий класс урав- 
кывающими аргументами и заложил основы общей теории 
тем. В своей монографии, выполненной в Rand Corporation, 
skin (1954) указали на широкую применимость уравнений, 
Информацию о прошлом, в таких областях, как биология 
Они также изложили хорошо построенную теорию линей- 
й с постоянными коэффициентами и начала теории устой- 
олее интенсивное развитие этих идей содержится в книге 
е (1959, 1963)». В этом обзоре, отдавая дань исследованиям, 
СССР, Дж. Хейл акцентирует внимание на подходе к про- 
ивости для систем с последействием, предложенном на Ура- 
кчера и сегодня этого подхода и предлагается здесь в ответ 
предложение редакции журнала, 
иные годы в Свердловске развернулись интенсивные иссле- 
чественной теории дифференциальных уравнений, по тео- 
эсти движения и теории нелинейных колебаний. Во главе 
аний стояли выдающиеся ученые Евгений Алексеевич Бар- 
и Иоэль Гильевич Малкин (УрГУ). Вернувшийся из столич- 
уры Е. А. Барбашин был проводником характерных примет 
тематической школы, в том числе качественной теории диф- 
IX уравнений в духе Пуанкаре с акцентом на абстрактную 
ических систем. И. Г. Малкин был ярким представителем 
ий в Казанской школе по математике и механике, которые 
энструктивным идеям Ляпунова и Пуанкаре в теории устой-
ма'
ан
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чивости движения и в теории нелинейных колебаний. Высокий класс этих 
ученых, их дружелюбный контакт, энергия и благожелательное отноше­
ние к молодежи определили продуктивное своеобразие Уральской школы 
в обсуждаемой области математики и механики. Ее мэтрам, среди других 
достижений, уже принадлежали фундаментальные результаты в развитии 
метода функций Ляпунова в теории устойчивости движения. Это опреде­
ляло особый интерес и самих мэтров и их учеников к дальнейшим иссле­
дованиям в названной области. Выискивались пути модернизации, кото­
рые бы соответствовали запросам актуальной практики, определяли бы 
новые постановки проблем и базировались бы на нетрадиционных клас­
сах уравнений.
Знакомство с работами А. Д. М ышкиса [2] инициировало интерес 
к качественной теории дифференциальных уравнений с запаздываниями 
времени и особенно -  к проблемам устойчивости движений в описывае­
мых такими уравнениями системах с последействием. Свердловским апо­
логетам метода функций Ляпунова был брошен вызов высказываниями 
Л. Э. Эльсгольца [3], сотрудника Анатолия Дмитриевича. Лев Эрнестович 
сомневался в возможностях названного метода в приложении к наслед­
ственным системам. Ответом на эти сомнения послужил подход к пробле­
ме, который выходил за рамки конечномерного пространства меняющих­
ся во времени мгновенных  состояний системы и формализовал эволюцию 
системы как движения в бесконечномерном  пространстве историй , скла­
дывающихся к текущим моментам времени. Это определило переход от 
функций Л яп ун ова от мгновенных состояний системы к функционалам  
Л япунова на историях ее движения.
Неожиданно быстрое признание этого подхода обусловилось, по-ви- 
димому, тем, что абстрактный аппарат, который годился для развития пред­
ложенной трактовки наследственных систем, уже содержался в анналах 
фундаментальной математики. Требовалось лишь интерпретировать соот­
ветствующие фундаментальные понятия и конструкции в форме конкрет­
ных понятий и конструкций, удобных для развиваемой теории устойчиво­
сти наследственных систем. Разумеется, при этом требовалась и доработ­
ка общих понятий и методов с учетом специфики изучаемых систем. Та­
кое развитие обсуждаемой концепции в теории наследственных систем, 
начавшееся в то время, продолжается и по сей день.
Параллельно, хотя, может быть, чуть позже, развитие подобной трак­
товки движений наследственных систем в форме эволюции их историй 
и соответствующее развитие метода функционалов Ляпунова было начато 
и затем успешно развивалось японским математиком Т. Yoshizawa [4].
Конкретизируем сказанное. Обратимся сначала к классической концеп­
ции Ляпунова устойчивости движения обыкновенной динамической сис­
темы [5-7]. Предполагается, что мгновенное состояние такой системы в 
текущий момент времени / определяется фазовым  «-мерным вектором
* [/] . Слова « х  = {х19...9х п} -  есть фазовый вектор» означают, что извест­
ное в момент г значение *[/] однозначно определяет скорость изменения
*[/] -  производную  по времени х [ / ] . Формально это выражается вектор­
ным дифференциальным уравнением
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т = м , т - (1)
Например, свободная материальная точка в стационарном гравитаци­
онном поле имеет шестимерный фазовый вектор: {три координаты ж еста  
и три проекции скорости на оси стационарной системы координат}. В про­
чие «хищ ник и ж ертва» -  двум ерны й ф азовы й вектор:
х х -  живая масса совокупности хищников, х 2 -  съедобная
стеиш еи задгл
х  = {х1, х 2} ,  {. 
масса  жертв}.
Ставится общая задача об устойчивости [5] конкретного невозмущен­
ного движения дс(0)[/] относительно других -  возмущенных -  движений 
* [/]. Содержательно: пусть возмущение случилось в момент и \ невозму-
ение уст ойчиво по Л япунову , если текущ ее возмущение
(«е  -окрестно 
начального во 
всяком  нача
щенное движ
все время при / > и остается малым  при достаточно малом
начальном возмущении *[7*]. Формальное определение: В пространстве 
X  векторов х  выбирается система координат, в которой невозмущенное
движение удовлетворяет равенству х (0)|7] = 0 при всех возможных значе­
ниях *. Символ 0 обозначает вектор дс = {х/ = 0 , / = 1,...,«} . Движение 
х (0)[/] = 0 уст ойчиво , если для любой наперед выбранной окрестности 
сти»): \х\ < е  движения * (0)[/] = 0 и для любого момента и  
змущения можно выбрать столь малое число Зт > 0 , что при 
льном  возм ущ ении  дс[/*], уд овлетворяю щ ем  условию  
|х[**]|<& , возмущ енное движение х[/] будет оставаться в заданной 
^-окрестности, т. е. будет выполнено неравенство: |х [ /] |< £ , /* </<<*>. 
Если при этом будет еще выполняться условие х[7] -»  0 при / —> оо, то 
устойчивости называется асимптотической. Символ \х\ обозначает мо-
I I  ? О Удуль вектора х -  его евклидову норму Ы = (х * + ... 4-х пу 2 .
Идея «второго метода» -  метода функций Л япунова такова. Каждая 
возможная позиция {/,х} оценивается числом  V при помощи функции
у = у( / ,х), у (/,0 ) = 0, - о о < /< о о .  Если функция у( / ,х) удовлетворяет
15
2004 ИЗВЕСТИЯУРГУ №32
в окрестности движения * (0)[/] = 0 подходящим{\) условиям, то невозму­
щенное движение оказывается устойчивым или даже асимптотически ус­
тойчивым, или неустойчивым.
Вообще, оценка одним  числом  многомерного текущ его состояния 
сложной системы при изучении ее эволюции является с незапамятных вре­
мен популярным приемом в самых разнообразных областях науки и прак­
тики. Например, в элементарной математической теории шахматной игры 
достоинство текущей позиции тоже оценивается числом. И в рамках этой 
теории выбранные стратегия и тактика хороши, если диктуемый ими оче­
редной ход не уменьшает оценку для получающейся позиции.
Ляпунов чрезвычайно удачно выбрал условия для функций v (/,x ) 
в приложении к задачам устойчивости. Эти условия удачны в принципе. 
Теоремы, базирующиеся на функциях Ляпунова v ( /,x ) , дают достаточ­
ные условия устойчивости, асимптотической устойчивости или неустой­
чивости. Однако выбранные Ляпуновым свойства функций v( t , x )  имеют
и характер необходимости. Д ля  задач, которые на самом деле интересны 
(«по науке» или «практически»), в случаях устойчивости, асимптотичес­
кой устойчивости или неустойчивости существуют  функции, обладаю­
щие как раз выбранными Ляпуновым свойствами [5-10]. Более того, пред­
ложенные Ляпуновым классы функций v( t , x )  хороши и конструктивно.
Он указал пути аналитического построения подходящих функций v (/,x )
для важнейших задач устойчивости, прежде всего для задач из механики. 
Формальные определения: Если в окрестности невозмущенного движения
функция v(^,x) определенно-полож ительна:
v ( /,x )> w .( |x |)  (2)
и производная v[t] функции v[f] = v|7,x[/]] вдоль движения х[/] неполо­
ж ительна: v [ / ] < 0 ,  то движение х (0)[/] = 0 устойчиво. Если к тому же 
производная v[î] определенно-отрицательна:
v[t] < -w (|x [/]|) (3)
и функция v(/,Jt) допускает бесконечно малый высший предел
v ( / ,x )< w * (H ) , (4)
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то движение х|(0)[/] = 0 устойчиво асимптотически.
Здесь функции >у*(|л:|), ^(|л:|), м/(|л;|) непрерывны  и удовлетворяют 
условиям
О, >у(|л; |)> 0 , >у*(|л: |) > 0, и>(0) = ж ( 0 )  = и>*(0) = 0 . (5)>
Акцентиру 
у[/] = ^ , х[/]]
внимание на том, что переменная во времени  ^функция 
должна изменяться вдоль возмущенного движения лс[7] м о­
нотонно: в СЛ)
чивости -  убывать. При этом другие -  «геометрические» -  свойства функ­
ции у(Г,х) так
кция у(У,лс) дол ж н а во зр астать . П оэтом у н ево зр астан и е  ф ункции
у|>] =  у|Л * [/]]
сильное удаление этого движения х ^ \  от движения л: [/] = 0 ; более того,
убывание фун 
к движ ению
у[г] = у[ /,* М ]
как производи
чае устойчивости -  не возрастать, асимптотической устои-
эвы, что при существенном удалении состояния лс от 0 фун-
вдоль движения х[/] при возрастании времени исключает
кции у[/] = со временем направляет движение х[(]
х (0)[/] = 0 .  П роверка м онотонного изм енения функции 
в классическом случае конструктивна. Эта монотонность
определяется знаком производной у[/] по времени, которая вычисляется
ая сложной функции по известной формуле:
(
у[/] = дуЦ,х )  ^ ду( ( , х)  
д( £? Эх ' Д Л=лг[,]
(6)
ые х .[/] -  компоненты вектора л:(7] из (1).где производи
В задачах механики роль функций у(7, х)  часто играют интегралы дви­
жения, в частности энергия.
Вернемся к системам с последействием. Предполагаем, что мгновен- 
системы в текущий момент времени Г определяется опять
конечномерным  вектором х [ / ] . Для определенности рассмотрим систему 
с наследственной  п ам ятью , время сохранения которой ограничено чис­
лом Л > 0 • Ве ктор х  не является теперь фазовым вектором в определен­
ном выше смысле. Предполагать, что значение х[/] определяет однознач­
но скорость х[(] изменения лс(7] уже нельзя. Ибо предполагается, что эта
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скорость лг[/] зависит и от некоторых (а может быть, и от всех!) значений
х[т] при / - А  < г < /.
Но при этом предполагается, что вся история движения продолжитель­
ности А, т. е. отрезок движения (х[т],  А < г < /) уже однозначно опре­
деляет значение х[7]. Формально это выражается векторным дифферен­
циальным уравнением с последействием:
х[/] = ^ ( / ,(х [г ] ,Г -Л < г  < /)). (7)
Поэтому в качестве фазового элемента, реализующегося в момент вре­
мени целесообразно выбрать именно историю  ( х[т] , / -  А < г < /)> сло­
жившуюся к этому моменту Л Тогда эволюция рассматриваемой системы 
определяется «движениями» в модернизированном  фазовом пространстве
Х н, которое является совокупностью возможных историй «обыкновен­
ных» движений. И сторию  (х[т],  ( — 1 г < т < 0  будем обозначать симво­
лом х {(т) . Теперь представляется естественным следующее развитие вто­
рого метода Ляпунова для систем с последействием. Вместо функции  
V = у (/,х ), которая в классическом случае оценивает «обыкновенную» по­
зи ц и ю  { /,*} , в ы б и р ается  фу н к ц и о н а л  Л я п у н о в а  И ( / ,х ,(г ) ) ,
У(!,х10)(т)) = 0, -оо < / < оо , который оценивает числом К[/] = У(! , х /(т))
каждое возможное «историческое» состояние {/,л:,(г)}. Проблема сво­
дится к перенесению свойств функций Л япунова на подходящие свойства 
функционалов Л яп ун ова [1 ,4 , 10, 11].
Мысль о таком развитии метода Ляпунова представляется тривиаль­
ной(!?). Однако на деле выбор подходящих свойств для функционалов
У(1,х((т)) в случае бесконечномерного фазового пространства  историй 
Х н оказывается уже не совсем тривиальным. В самом деле, история лг/(г)
есть функция от аргумента г  на отрезке [ / - А ;  /]. Н адлеж ит вы брать
удобный класс таких функций. О казы вается естественны м выбор не­
преры вны х  функций. И надо выбрать м ет рику , которая оценивает от­
клонение истории одного движения от истории другого. В классичес­
ком случае отклонение мгновенных значений х [1][/] и х 12][/] друг от дру­
га для разных движений оценивается просто евклидовым расстоянием
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,Шг'м -* гам|
одной от друго
ся как максиму., 
мгновенными
Для непрерывных историй х \]\т )  и х \2\т )  отклонение 
й естественно оценивать нормой ||...|| , которая определяет- 
>м евклидова расстояния |*[11[г] -  х [21[г]| между прошлыми 
с остояниями х []\т] и х [2][т\ вдоль всей истории:
||(*,т ( 0  -  *,[21(г))||с =  т а х  |хт [г] -  * [2)[ г ] | . (8)
На этой основе классическая концепция устойчивости трансформиру- 
:м с последействием так, что невозмущ енное движение
еняется на невозмущенную эволюцию истории ^ ^ ( г ) , где
ется для сист 
лг(0)[/] = 0 зам
х 1 ° \т) = (•х/(0)[г ] = 0  ^ I -  И < т < 7), и <  ^< оо; начальное мгновенное воз­
мущение х[и]  заменяется начальной возмущенной историей х и (г )  , теку­
щее состояние х|7] -  текущей историей х {(г), и < / < о о .  Оценки мгно­
венных состояний х[(] по модулю |х[/]| заменяются оценками историй
х ((т) через их норму (8).
Это трюизмы. Их развитие в действенную теорию обусловлено пере- 
ой математической формализации -  абстрактной, однако 
от пользы для прилож ений. Конкретизируем  сказанное 
которых аспектов. В обыкновенном случае содержательная 
ивости, включающая асимптотическую устойчивость, полу-
ходом к строг 
не уводящ ей 
на примере не 
теория устойч
в случаях, ког 
ции системы о
чается в предположении хотя бы только о непрерывной зависимости пра­
вой части в (1) от позиции { /,х } . В случае последействия, если предпола­
гать  то л ьк о  « п ростую »  н е пр е р ыв н у ю  зави си м о сть  правой  части
F ( /t,( .x :[г ] ,/-й  < г < /)) = ^ ( / ,х Д г ) )  в (7) от состояния {/,х,(г)} , то воз­
никают неудобства. Может случиться дурная наследственность, порож­
дающая бурно осциллирующее движение х [ /] , которое не сможет преодо­
леть конечный временный барьер /* < оо> будет бушевать в ограниченной
области \х\ < М  , / . < / < / *  и не сможет устойчиво примкнуть к невозму­
щенному движению. (Явление нередкое в приложениях поспешных эко­
номических теорий к реальным социальным системам с последействием 
да эти теории не учитывают специфику зависимости эволю- 
т нерегулярной(!) истории.) Поэтому в случае последействия
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требования к правой части в (7) усиливаются до условия вполне непрерыв­
ности [1] от {/,лс,(г)}. Содержательно строгое математическое дополне­
ние «вполне» как раз исключает сколь угодно большие значения скорос­
тей  л:|7], п о р о ж д аем ы х  и стори ям и  х^т)  из области
||х,(г)||с < м ,  < / < Л
В предположении о вполне непрерывности г)) получается уже
содержательная теория устойчивости для систем с последействием с при­
ложением к ней метода функционалов Ляпунова. Например, тогда спра­
ведливо следующее утверждение.
Пусть функционал У(1,х/(г))  определен на состояниях {/,хДг)} из 
окрестности  невозм ущ енны х состояний {^лс^Дг)} и непреры вен  по 
{/»лсДг)}. Пусть этот функционал удовлетворяет таким же условиям, как
и функция у( / ,х[/]) в классической теореме Ляпунова об асимптотичес­
кой устойчивости [5], с той только разницей, что оценки (2 )-(5 ) для
у(/,л:[/]) по модулю  |*[/]| зам еняю тся аналогичны м и оценками для 
И (/,х ,(г ))  по н о р м е  ||*,(г)||с > и в (3) п р о и з в о д н а я  у[/] ф у н к ц и и
у = у (/,х [/])  вдоль движения лс[/] заменяется на правую верхнюю произ­
водную  [1,4,  10, 11]
Г*(<,*,«•)) = Н т П> + А » ,^ ( г ) ) - К « ,х , ( Г))
Д/->+0 Д /
функционала И (/,х ,(г ))  вдоль эволюционирующей истории х ,(г )  . Тогда 
невозмущенная эволюция истории л:,(0)( г ) , /* < / < оо асимптотически у с ­
тойчива относительно возмущенных эволюций историй х {(т) равномер­
но по моменту и , по начальной возмущенной истории х и (г ) и по теку­
щей возмущенной истории х ( (т) , и < / < оо.
Известны и возможны многие модификации подобных общих крите­
риев устойчивости. Однако для решения конкретных задач надо уметь кон­
струировать подходящие функционалы V. По аналогии с обыкновенным 
случаем [5-7] естественно было начать такую работу с линейных диффе­
ренциальных уравнений с последействием с неизменными параметрами.
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И тогда полупил признание «уральский вариант» -  предложение тракто­
вать эволюцию наследственной линейной стационарной системы как од­
нопараметрическую полугруппу Т преобразований в фазовом пространстве
историй [1,10]. Эта полугруппа Т удобно конкретизируется в общей
фундаментальной теории полугрупп [12]. Тогда обыкновенное дифферен­
циальное уравнение (1) трансформируется в дифференциальный произво­
дящий оператор Ат полугруппы Г. Это определило абстрактно прозрач­
ное и практически конструктивное развитие теории устойчивости Ляпу­
нова по первому приближению  для систем с последействием. А затем -  
развитие Сергеем Никаноровичем Шимановым [13] конструктивной тео­
рии и критических  случаев устойчивости для таких систем. Изучая полу­
группу Г, примерно в одно и то же время С. Н. Шиманов [14] и Дж. Хейл 
[1] описали е^ строение в эффективной форме расслоения  совокупности
всех истории из Х ь на классы по признаку устойчивости.
В классической теории устойчивости в обыкновенном случае особен­
ную роль играют функции Ляпунова v{t^x) -  квадратичные ф ормы  от
координат фа зового вектора х. Эффективность обсуждаемой концепции 
устойчивости наследственных систем в большой мере определилась воз­
можностью конст рукт ивной  трансформации квадратичных  ф ункций
у (/,х ) в квадратичные ф ункционалы  У(1,хг(т)) [1,4, 10, 11, 15-17]. Зна­
менательно и естественно (!), что при работе с квадратичными функцио­
налами Ляпунова оказалось целесообразным использовать разнообразные
метрики в пространстве Х ь историй. Особенно удобными оказались бес-
конечномерные аналоги евклидовой м етрики. За прошедшие годы разны­
ми исследователями было построено много разных модификаций квадра­
тичных функционалов Ляпунова.
Известен в принципе безотказный способ аналитического построения 
подходящих квадратичных функционалов V для линейных систем с пос­
ледействием. А в случае стационарной системы этот способ сводится даже 
к некоторой канонической конструктивной процедуре. Однако способ этот 
весьма трудоемкий и требует знаний и навыков из математики, приятных 
не для всех, вероятно поэтому подавляющая доля случившихся построе­
ний квадратичных функционалов Ляпунова Vдля  систем с последействи­
ем по сути дела только так или иначе варьирует первоначальную интуи­
тивно найденную «кустарную» конструкцию: К={функция у(/,лс), по до­
гадке (!?) подходящая для исследования устойчивости вспомогательной 
обыкновенней системы, + добавка в виде некоторого интеграла, компен­
сирующая эф ф ек т  последействия} [10].
Конструктивность обсуждаемого метода исследования устойчивости 
систем с последействием улучшается, если удается сформулировать дос­
таточные условия, которые обеспечивают нужные свойства эволюции си­
стемы, но такие, что выполнение этих достаточных условий не требуется 
для всех воз]»южных возмущенных историй из окрестности невозмущен­
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ной истории, а только -  для некоторой части этих историй. Среди многих 
предложений критериев устойчивости такого рода заслуживает призна­
ния идея Б. С. Разумихина [18]. Борис Сергеевич предложил не обращать­
ся к функционалам общего вида, а ограничиться лишь обыкновенными
функциями у (/,х ) , и в случае устойчивости наряду с условием (2) потре­
бовать, чтобы производная у[/] функции у[7] = у [/,х [/]] вдоль возмущен­
ного движения х[/] была неположительна лишь при условии, что исто­
рия х ({т) = (л:[г],/ -  А < г < /) удовлетворяет неравенству:
А для асимптотической устойчивости  наряду с условиями (2), (4) 
потребовать определенной отрицательности производной (3) тоже толь­
ко для историй Х'(т) , удовлетворяющих неравенству (10). Иначе говоря,
желательное свойство производной у[/] должно выполняться хотя бы толь­
ко для таких историй, для которых оценка функцией у(7, х)  прошлых мгно­
венных состояний х[т] не превышает оценки этой функцией у (/,х ) теку­
щего состояния * [/]. В исходной работе [18] утверждение об устойчивос­
ти в системе с последействием было доказано описанным выше способом 
при условиях определенной регулярности функции у (/,х ) и правой части 
в уравнении (7). Однако подобный критерий устойчивости справедлив 
в общем случае уже в классе хотя бы только непрерывных функций у (/,х )
и при условии хотя бы лишь вполне непрерывности правой части в урав­
нении (7).
Но было установлено, что в отличие от теоремы об устойчивости с ус­
ловием (10) утверждение об асимптотической устойчивости при таком 
условии (10) верно лишь при весьма обязывающих требованиях к свой­
ствам уравнения (7) и к функции у(/, х ) . Да к тому же корректная провер­
ка уточненного так утверждения об асимптотической устойчивости тре­
бует специальных усилий. Но можно [1, 4, 10] сделать «микроскопичес­
кое» изменение условия (10), заменив его на условие:
и заменить требование определенной отрицательности производной v[/] 
на историях x t{ r ) (10) требованием определенной отрицательности пра-
v (r ,; t[ r ] )  < v(/,Jt[/]), t -  h < т < t . ( 10)
(H)
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вой верхней п 
угодно непрер
р { 0) = 0; р { у
эоизводной у+[/] для историй х ((т) (11). Здесь р ( у ) ~  какая 
ывная возрастающая функция, удовлетворяющая условиям
) >  V, V > 0 . Тогда асимптотическая устойчивость устанав­
ливается уже
вполне непреры 
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для класса хотя бы только непрерывных функций у (/,х ) при 
м ной  правой части в уравнении (7).
сь на эти сугубо математические детали вызван, однако, 
ыми соображениями. Ибо явления, подобные рассмотрен- 
^роявляются в самых разнообразных задачах. Жесткая фор- 
овий в исходной проблеме затрудняет ее корректное реше- 
м качеством. Однако смягчая «бесконечно мало» формали- 
ы, можно обеспечить строгое решение задачи, которое со- 
жателъную  ценность желаемого решения, 
полемизировать о том, что лучше -  использовать для иссле- 
чивости в системах с последействием функционалы Ляпу- 
|ида -  универсальное, но трудоемкое средство или обратить- 
версальному, но зато более привычному средству -  к част- 
кционалов V - к  функциям Ляпунова V. Отметим только один 
£акт.
м линейную стационарную систему с последействием. До- 
я нее найдется квадратичная функция у(х) , которая при 
5), (10) или (11) обеспечивает асимптотическую устойчи-
(0)[/] = 0 • Тогда стандартно строитсященного движения х у
функционал V ( х ,( г ) ) , который тоже обеспечивает эту асим-
устойчивость. Доказать обратное утверждение в более или 
случае, хотя бы только для линейной стационарной системы 
ием, не удается.
м, что вообще одной из кардинальных примет свердловс- 
эургских) исследований нетрадиционных эволюционных си- 
характерно и для других центров аналогичных исследова- 
выход в модернизированные фазовые пространства, неред- 
ие. И при этом особенное внимание уделяется возможности 
вать эволюцию изучаемой системы как конкретизацию фун- 
математических закономерностей и притом сочетать стро- 
ий с конструктивным выходом к приложениям. Ограничимся 
нием только о развитии на Урале и в других центрах рас- 
этой статье подхода к системам с последействием на более 
сы таких систем -  на стохастические системы -  обыкновен- 
твенные [19-22].
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